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Reshmen

En este articulo se pfopone una nueva metodologia de resolucién ae ecuaciones
en derivadas parcia;es basada en lo que modernamente se denominan procesos
paralelos y distribuidos (PDP), también llamados sistemas complejos. .y redes
neuronales.

Partiendo de una representacién en diferencias finitas es posible llegar a un
esquema de éed en el que las conexiones se programan de antemano. El enfoque
es idéntico con cualquier orden que se elija para la discretizacién por
diferencias finitas, lo que da pie a un grado deiaproximaciOn variable. Lla
resolucién de este esquema en la red resulta equivalente a las técnicas de
relajacién para sistemas de ecuaciones lineales. Mediante ejemplos simples se
ha comprqbado la convergencig. Este enfoque permite aprovechar los recursos
computacionales tipicos de PDP para esta clase de problemas.
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distribuido, ecuaciones en derivadas parciales, sistemas conexionistas,

multiproceso.

1. Introduccién

En el Departamento de Matematica Aplicada y Ciencias de la Computacién de la
Universidad de Cantabria se estan estudiando actualmente las posibilidades de
los 1llamados algoritmos de proceso paralelo y distribuido. Concretamente,
debido a un mayor conocimiento del 4rea, se ha planteado la posibilidad de
aplicarlos a la simulacién de sistemas. Aunque este problema puede tratarse en
forma completamente estadistica (estilo modelos Box-Jenkins) es razonable
pensar que un conocimiento afiadido pudiera incrementar la bondad de los
resultados. Lo que tienen en comun los sistemas que son objeto de estudio en
la ingenieria es que respénden, en su mayoria, a ecuaciones en derivadas
parciales, en el caso mads  general. En este articulo se plantea el primer
escalén del estudio de estas aplicaciones,'a saber: fijando el tipo de
ecuacién y el dominio, obtener un sistema que sea capaz de obtener unai

solucién de las ecuaciones de campo en funcién de las condiciones de contorno.
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No tiene sePtido en este caso el aprendizaje por ejemplos, tal y como se ha
utilizado con frecuencia con estos algoritmos, porque obligaria a resolver
muchas veces el problema, con lo cual surge la paradoja de que para resolver
el problema, este, se tiene que resolver previamente. En la seccién 2 se
plantea el origen del método, en la 3 1la metodologia, en las 4, 5 y 6 se
aplica a distintos tipos de ecuaciones y en la 7 se extraen las conclusiones

finales asi como la linea a seguir en el futuro.

2. Origen del método

Clasicamente los prgblemas de ecuaciones en derivadas parciales se vienen
resolviendo mediante las siguientes técnicas: diferencias finitas, elementos
finitos, Montecarlo, Caracteristicas, etc. Los problemas que se le plantean al
ingeniero cuando tiene que resolver un problema son fundamentalmente:
precisién requerida, coste computacional y estabilidad. La precisién viene
condicionada por el ordenvdél método, con el afadido de que un mayor orden va
acompafiado de mayor numero de operaciones, lo que conduce a un error numérico
mayor. Otra opcién es mantener el orden pero reducir el tamafio de malla; esto
mantiene bajo el -‘error de truncamiento, pero incrementa el coste
computacional.

La eleccién de un método u otro estd condicionada por el tipo de ecuacién a
resolver y la geometiia del dominio. Los programas mis avanzados suelen
emplear el método de elementos finifos, con generacién automidtica de mallado.
Esto reduce el esfuerzo del usuario, pero no afecta al coste computacional. La
aplicacién de las nuevas generaciones de ordenadores a estos problemas se ha
‘realizado planteando métodos eficaces de resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales mediante procesamiento paraleio o vectorial; teniendo en cuenta que
casi siempre el problema numerico final es ese. Obsérvese que, por motivos
histéricos, se ha partido del método y se ha adaptado a la estructura
computacional. Se considera ahora el camino inverso. Se parte de la estructura
de resolucién en paralelo, que se considera una de las lineas més
prometedoras. El sistema mas elemental de procesamiento en paralelo es el
llamado proceso paralelo y distribuido (también 1llamados sistemas
conectivistas,: redes neuronales artificiales, etc.) Consisten en estructuras
formadas por elementos interconectados; cada uno tiene varias entradas y una
salida. Todo el proceso es local, es decir, un elemento no debe requerir de
datos de elementos no conectados a 1. Estos sistemas surgieron tratando de
replicar la estructura de las redes de neuronas, 8i bien de forma muy

simplificada. Incluyen una familia muy amplia de algoritmos que se distinguen
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unos de otros en la forma de procesar cada -elemento y en la forma de
conectarse unos con otros. Normalmente los elementos de proceso se constituyen
en grupos homogéneos, que pueden distinguirse por uno o ambos aspectos
comentados. Cada grupo puede tener el significado de mecanismos de entrada o
de salida, estructuras de proceso o de meﬁoria, etc.
En resumen las caracteristicas deseadas del algoritmo son: - Se ejecuta en un
nimero elevado de procesadores (idealmente). - Los cdlculos en cada procesador
se realizan sobre variables locales a 1. - La representacién final es obra del
conjunto de procesadores, por lo que sus "piezas" estan distribuidas entre
ellos. Con base a los estudios de Hopfield, [5]e§tos modelos han comenzado a
estudiarse desde el punto de vista de la mecdnica estadistica [2] Asi, se
define una funcién de energia, que depende de la activacién o valor de salida
de cada elemento (llamado en este contexto el estado), otra de energia libre,
entropia. La analogia parte de definir el estado del sistema como el conjunto
de los estados de los elementos individuales. La temperatura es en este caso
un parametro que regula el ajuste de cada procesador elemental. Tenemos pues
un método que esta basado en la idea de procesamiento en paralelo; por tanto,
y siempre que se respete su estructura, no tiene que preocuparse por cémo debe
adaptarse a este tipo de arguitectura. Por otra parte el hecho de que pueda
darse una interpretacién mecénica implica que sus valores pueden ser
representativos de variables fisicas,bdel tipo de las que intervienen én las

ecuaciones que queremos resolver.

3. Metodologia

La idea de partida es que cada elemento de la red obtenga el valor de 1la
funcién desconocida en un punto, y Que la estructura de la funcién de
activacién y las conexiones sea tal que ‘se verifique la ecuacién diferencial
que intentamos resolver. A continuacién se desarrolla esta idea.

Se plantea una ecuacién:

Df=0

siendo D un operador diferencial genérico.

Si se toma una aproximacién del operador diferencial, se tendrd una ecuacién
en diferencias, que relaciona el valor de f en distintos valores de sus
variables:

L(£(x7),£(xp),...)=0

donde L es un operador que aproxima D y x;, X3, ... Son vectores de las

variables en distintos puntos.
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Si en este caso se supone que f es calculada por nuestros procesadores, se
puede asignar a cada uno el valor de f en cada uno de los puntos (£(x3))
(ver fig. 1) y obligar a que la estructura de la red, es decir las conexiones,
sean tales que se verifique la ecuacién aﬁterior.

Concretamente, si L es una aproximacién local y si f es despejable, la
ecuacién se podrd poner como:

f(centro)=G(f(x(1)),£(x(2)),...)

y esta misma ecuacién ser valida en cada punto, tomando cada vez la
aproximacién local correspondiente.

Este planteamiento §s totalmente andlogo al desarrollado por el método de
diferencias finitas, donde se plantean aproximaciones lineales de 1los
operadores diferenciales.

Si el sistema de ecuaciones lineales resultante se resuelve siguiendo una via
iteractiva (Gauss-Seidel, por ejemplo) se puede llegar a la misma expresién

anterior.

Fig. 1. Representacién de un campo mediante una red de procesadores. Cada

elemento calcula el valor de la funcién en un punto.
No obstante en la presentacién que se ha hecho no se ha requerido que la

aproximacién fuera lineal, lo que le da un caricter mas general. En concreto

los requisitos para llegar a la ultima expresién son:
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- Un operador en diferencias'que aproxime el operador diferencial localmente.
- El valor de la funcién en el centro de este entorno local debe poderse
despejar explicitamente.

- E1 sistema formado por todas estas ecuaciones ha de ser estable.

El Gltimo requisito es meramente de resolucién, para garantizar que a partir

de una configuracién cualquiera del sistema se puede llegar a la solucién.

4. Ap- _- "iém a ecuac..aes elipticas

Sea la .cibn Af=0 en un dominio 1-D.

Tomemos una aproximacién por diferencias finitas de primer orden
f(x-A)+£(x+A)-2f(x)=0

Tomando una discretizacién con intervalo constante, se tiene para un nodo fj3

“fathe _gse 4 ose
1-1

1 441

Sumando fj a ambos lados y dividiendo por dos, para conseguir estabilidad se

tiene:
£ = 025f_ + 0'25f, + O0'S5f,
donde el término fj de la derecha corresponde al valor previo de 1la
interaccién.
Analiticamente se tiene
d’f

df
—2=0=0?‘;=K1=9f=xlx+.'1(2

Luego la solucién de un recta que une las condiciones de contorno, por ejemplo

el caso presentado en la fig. 2:

6

> —]

(A =1)

Fig. 2 Ejemplo elemental de ecuacién diferencial de 2° orden resuelto

analiticamente.
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Los resultados de la red, programada segin la expresién deducida anteriormente

se presetan en la fig. 3:

4'98

Fig. 3. Solucién obtenida por la red para el mismo ‘problema de la fig. 2.

Por lo que se deduce que la precisién estd limitada sélo por el numero de

iteraciones.

Se tiene ahora un caso m&s complicado como el que se presenta con la ecuacién

_d_(K£)+i k- 0con K = K(£)
dx\ dx/ dy\{ dy

aproximandola como:

%{K[T(xl A )] + K[T(x° Yo )]} T(x—"y"x);:’(ﬂ - % {1-(['1‘(:{_l v yu)] + K['l‘(x‘,,y° )]}

1 1
E(x" +X‘)‘E(x, +x,)

T(x,,v,) - T(x_,.y,) %{K[T(x,,y,)]+ K[T(Xo, Yo)]} 2tor,) ~ T v.)

X, T X, + Y. -Y _

-t el Ft )

T T
;(Yu“’Y;)_E(Y.,"'Yo)

[
o

Se puede despejar, haciendo Ax=Ay=cte

{K[T(x, v+ K[T(x,,yo)]}r(x, )+ {K[T(x,, ,y,)]+ x[’r(xe, y,)]}T(x, o)+

K[T(x, ,y,)]+ x['r(x, L K['r(x,,y,)]+ x[’r(xo, Y. )] + 4K[T(x°,y°)]

T(xn'Ya) =

{«]z(x,0¥, )]+ K200 v0) (o0 v, ) + {2000 )]+ K[ 200w, )2, v,)
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A esta ecuacién se le aplicaria el método iterativo del caos anterior.
En la fig. 4 pueden verse los resultados para un dominio y condiciones de

contorno concretas

5 6 7 8 9 10
9
4 5'11 6'14 7'13 8'09
3 8
4'16 5'21 6'20 7'13
2 7
3'17 4'23 5'21 6'14
1 6
2'13 3'17 4'16 5'11
0 1 2 . 3 4 5

Fig. 4 Resolucién de ecuaci6bn eliptica no lineal.

5. Aplicaciém a ecuacién parabélica

’f

2

[}

Sea

=K£ con K:&
dt £

&

Utilizando la éproximacién de Crank-Nicolson con proyeccién hacia adelante se

llega a una expresién de la forma

ae £(x,,t)+KEx,,t,)
K+Q, a

£(x,,t,) =P +(1-PBrE(x,,t,)"

donde el superindice j se refiere a la interacién, B es el pardmetro a elegir

o 1

para las iteraciones, = , ®, son miltiplos enteros de —
Ax Ax
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Esto se puede solucionar para unas condiciones iniciales y en los extremos,

por ejemplo, para: . _
K=-1f—0, a=0'01, Ax=0'02, B=0'5

Se obtendrian los resultados incicados en la fig. 5.

10'1  12'3  14'5  16'7 18'9 D&

|
‘ 12'3  J14'25 |15'88 he6'47 I
10'1 i
11'97 113'63 114'77 [15'47 !
9199 N 1
|
998 11'64 13105 [14'09 J14'60 °
1
38 2 60. !

11'38 ' 13'47 '
9195 13'93 ]
]

11'17 J12'22 ]12'98 h3'37

9'93 -
|
54 g3 10'99 J11'91 12:57 02'92 |
, |
9190 10'84 Jl11'64 |12'22 [12'53 J
: l

10'71 ' ! '
- 11'42 ha'93 h2'20 ]
!

10'60 [11'23 ' '
P 0 11'68 Ni1vo2 |
!
' 11'06 ' ' |

e J10'51 11'46 J11'68

Fig. 5. Resolucién de una ecuacién parabélica no lineal
con condiciones simétricas.
En el sistema hay en cada momento una capa para el instante anterior y otra

para el actual

6. Aplicacién a ecuacién hipérbole

¥ d’f

o}

Sea

2 t:

&

Suponiendo Ax=At=cte se puede aproximar como

£, t,) = £(x,, to)—[f(x,,t,,)- £(x,, tn)] =£(x,,t,)- f(x,,t,)—[f(x.,c,)- f(x,.,t_, )]
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de donde se puede despejar f(x“tJ y resolver por relajacién como en los casos

anteriores.

La red tendrd 3 capas: una para t_j, otra para tgy y otra para tj.

Tal y como se ha planteado, la aproximacién est& en el limite de estabilidad.

Los resultados para un caso concreto pueden verse en la figura 6:

0 0'2 0'3 0'1 0'2 0'4 0's 0'3 0'sS 0'2

0'20 “}0'00f0'a f0'3 Jo'3 f0'2 o'z |o 0'3

0'Y

t
0 -0'1 Jor2 Jo'2 jo's jo'i Jo's |-0'1 f0'5 J4ip
0 0'1 0'1 0'3 0 0'7 -0'2 |0'3 |{0'1 0'2
' ' 0 ' -0 ' 0

0 0'2 0'2 0'l |0'5 0'3 jo0's 0 02
0 0'1 0 0'4 -0'39§0'29 |-0'09}0'2 0'1 0'2
0 -0'2 §0'3 }-0'29/0'19 }-0'19}-0'0140'01 j0'4 0'2
0 0'19 }-0'49]0'09 |-0'09+0'11§0'09j0'19 |0'1 0'2
0 -0'29 |-0'01 }0'28}0'210'01 |0'09 {0'01 |O 02
0 0121 [-0'08 ]-0'31/-0'18]-0'01]0'11 |-0'1 Jo*1 |45
0 0'2 §-0'5110'02 F0'11(-0'08}-0'2]0'2 }0'1 0'2
0 -0'3 0'3 -0'31{0'12 |-0'31§0'01 } O 0'3 0'2

Fig. 6 Resolucién ‘de ecuacién hiperbélica sencilla.

El paso de tiempo utilizado es el maximo estable.

7. Conclusiones

Se ha presentado un enfoque que permite compaginar los-algoritmos de proceso
paralelo y distribuido con la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales
en paralelo. Esta idea, inspirada en la analogia entre elementos de proceso y
particulas, tal y como se estudian en Mecénica Estadistica, puede presentar un
amplio campo de aplicacién. Los casos préacticos aqui planteados tienen como
caso particular la resolucién iteractiva de aproximaciones en diferencias

finitas, lo que se ha demostrado con varios ejemplos. Ha quedado patente la
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forma de plantear la analogia mencionada, y se ha comprobado, a nivel de los
ejemplos, la utilidad del método que permite sustituir la programacién
especifica de ordenadores multiproceso por la de un sistema PPD. Con el
desarrollo de los nuevos .ordenadores basados en técnicas del PDP, se abririan
muevos campos de aplicacién y en especial en los problemas m&s complejos

dentro del &mbito de la ingenieria.
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